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УДК 517.53 
 

Некоторые несобственные интегралы 
 

Зиновьев Б.С., канд. физ.-мат. наук, Елкина Г.М., Третьякова И.Ю., доценты 
 

Методом теории вычетов комплексного анализа найдены шесть действительных интегралов 
первого рода, что демонстрирует тесную связь комплексного и действительного анализа. Для нахожде-
ния трех интегралов сформулирована и доказана теорема.  
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Several improper integrals 
 

Zinov'yev  B.S.,  cand. phys. math. sci.,  Yolkina G.M., Tret'yakova  I.Yu. 
 

Six real integrals of the first type are found by means of the theory of residues in complex analysis. This result shows 
the close interconnection between complex analysis and real analysis. To find the last three integrals, theorem is formulated 
and proved. 
 
Key words: integral, residues, pole, analytic function, singular point. 

 
Рассмотрим следующие интегралы: 
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Для нахождения интегралов потребуется 
следующая известная теорема. 

Теорема 1 (см.[2]). Пусть ( )f z  – аналитиче-
ская функция в верхней полуплоскости ( )0y ≥ , 
кроме конечного числа особых точек 1, 2..., na a a , 

Im 0, 1,2,..., .ka k n> =  Бесконечно удаленная точка 
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1. Для первого интеграла подынтегральная 
функция имеет вид 
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Особые точки в верхней полуплоскости – 
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Аналогично находим 
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Условия теоремы 1 выполняются, и 
поэтому  
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В другой записи этот интеграл со-
держится в [1, с.185] и в [3, с.313]. 
 

2. Для второго интеграла подынте-
гральная функция имеет вид 
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Здесь особые точки те же.  
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Аналогично находим 
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Условия теоремы 1 также выполняются, и по-
этому 
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В частном случае этот интеграл также содер-
жится в [1, с. 184] и в [3, с. 313], но в другой записи. 

3. Для третьего интеграла подынтегральная 
функция имеет вид 
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Найдем вычеты в этих точках: 
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Аналогично находим 
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Поскольку условия теоремы 1 также выпол-
няются, имеем 
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Этот интеграл в [1] отсутствует.  
Для нахождения остальных трех интегралов 

сформулируем и докажем теорему 2. 
 

Теорема 2.  Пусть ( )f z  – аналитическая 
функция в первом квадранте ( )0, 0 ,x y≥ ≥  за ис-
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Доказательство. По основной теореме о вы-
четах (см. рисунок) 
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Пусть .R →∞  Тогда 
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Теорема доказана. 
 

4. Для подынтегральной функции 
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В частном случае при 1a =  этот ин-
теграл приведен в [1, с. 184]. 
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Применим теорему 2. Точка 
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В [1] данного интеграла нет. 
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По теореме 2, имеем 
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В [1] этого интеграла нет.  
Отметим, что рассмотренные выше 

шесть интегралов можно вычислить и с 
помощью нахождения первообразных. 
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